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Zijde AB is twee keer zo groot als zijde AD en zijde AC is twee keer zo groot als zijde AE.

Dus AABC is een vergroting van AADE met factor 2.

ZBAD = LEBC =90°

snagp | ag-8 |ap-15 | ao-17

} = AABD «> ABEC (hh).

ZABD = £BEC (gegeven) ABEC " BE = .. | BC - |E€:13%
BD? = AB? + AD? = BD? =82 +15° =289 = BD =17.  [FF¥I5¢ e e
BE =8-133:17=6,4en AE = AB-FB=8-6,4=16. | ‘=% 17| [FoAn= g
N

jjo_i;“'cg:goo}:AADCwAACB (hh) AADC || AD=.. |AC=15| DC = ..
ABC_'A—ABDC—90° = AADC > ACDB. AACB || AC =15 | AB=17 | cB=8
BB - }3MCBU°ACDB (hh) ACDB || cD=..| cB=8 | DB=..
AB% = BC? + AC? = AB? =82 +15% =289 = AB =17. =eels 289 8*15/%‘.?1358823529 15*15'{%?23529412

. 1. . 4 o290 Ar=—7 kFEac Ars—13kFrac
€D=8-15:17=745: AD=15-15:17 =137 en 17 117

L]
— .17 313 _ _ 4 _213
190—8~8.17—317 of BD—AB—AD—17—1317—317.

ol
3. FE4VESEE2
Arz—3kFrac

ZLB=/B

seep | sE-12 | B0-13 | Ep-5

17-01344-172
3. 7e47ESEE2

ZBED = /BAC = 900} = ABED > ABAC (hh).

BD? = DE? + BE? = BD? =5 +12% =169 = BD =13. rysz

ABAC " BA:ZOl BC = ... | AC = ...

1 2 1ea| [P 2 ragaagas [FE12
AC=5-20:12=83: BC =13-20:12=21% en TC1690 13| [Ars—grFrac S
CE =BC - BE =215-12=-9%. J ] "
ZPQD = £ BQC (overstaande hoeken)} rErzas . aQor | Qo= |@r=..| pP=7
_ = AQDP > AQBC (hh). [rcezsy
ZADB = ZDBC (Z-hoeken) . 25 AQBC || QB=..|QCc=..|8Bc=10
PC? = PD? + DC? = PC? =72 + 242 =625 = PC = 25. T paa1176S
Arz—1E8kFrac samen BD = .. PC =25 17
QP=25-7:17 =102 5-17
N
jgg?jjgf;iggo}:‘éﬁw:éwf AFD || AF=..| AD=6 | FD=..
’ B JF = E =900 = MFD ?5_5852 (hh). ADEC || DE=6 |Dc=10 | Ec =8
DE2 =Dc? —Ec? = DE2 =102 -82 =36 = DE =6. |rezes 36 :
AF=6-6:10=3,6 e 18 8
Teken CH 1 B6. L] € é
AF // BH (beide loodrecht op FE) B D ¢
AD // BC (ABCD is een rechthoek) = jij__g ; j:f/?, _ 900} = AAFD «» ABHC (hh).
Omdat AD = BC =6 is dan ook BH = AF =3,6. 6 6
HG =CE =8.Dus B6 =BH + H6 =3,6 +8 =11,6. F > H
. 3,
) A 10 B
Eén driehoek. cl
Eén driehoek.
Twee driehoeken.
Eén driehoek. 7
Eén driehoek. 7b
Eén driehoek. -
Meer driehoeken. A 5 8
< c c c
60° 60°
6 c
7e 7f 7g 60°
7
50° 70° 50° 70° 50° 70° 50° %7
A 5 8 A 5 8 A B A ]

£A=180°-70° - 60° = 50°
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Gegeven: Vierhoek ABCD met AB // €D en AD // BC. (zie de figuur hiernaast) o 2
ZLAp = LCp (Z-hoeken) v
£ B1 = £D1 (Z-hoeken) = AABS L ACDS (HZH) = AS =CS en BS =DS.
AB = CD (voorbeeld blz. 121)}
Dus de diagonalen AC en BD delen elkaar middendoor. 4 8

Gegeven: Vierhoek ABCD met AB =CD en AD = BC . (zie hiernaast)
Teken diagonaal BD.

AB=CD

AD=BC = AABD L ACDB (zzz)= LA = ZC.

BD= BD}

Gegeven: Vierhoek ABCD met AB = BC = €D = AD. (zie hiernaast)

D& |
A 8
Teken diagonaal BD. b ¢
AB=CD
AD = BC ; = ABD 2 ACDB (2Z2).
BD = BD
Dus LABD = 2CDB, zodat AB // €D (Z-hoeken).
A B

Ook ZADB = 2 CBD, zodat AD // BC (Z-hoeken).

DA=DC
BA=BC } = ADAB 2 ADCB (z2z2) = LABD = LCBD en LADB = LCDB.
BD=BD
Geheel analoog toon je aan dat de andere diagonaal ook de hoeken middendoor deelt.
P
Teken de stralen MA en MB.
MA = MB (straal cirkel)
MN = MN = AMNA 2 AMNB (zZR) = AN = BN. ‘
ZANM = 2 BNM = 90° 4
Q
LC1p=4LCp3=60°+2C)
AC=QC = AACP 2 AQCB (ZHZ) = AP = QB.
PC = BC A 8
¢

Gegeven: AABCD met LA = 2B. Teken €D L AB. (zie de figuur hiernaast)
ZLA= ZB (gegeven)
ZADC = BDC =90°; = AADC < ABDC (HZH) = AC = BC.
cO=cD

A D 8
LAy + LA =180° (gestrekte hoek) _ _
LAz + LAy = 180° (gestrekte hoek)[ = <1 T 4A2 = £A3 + LAz = LAy = £A3.
Gegeven: Vierhoek ABCD met AB // CD en AD // BC. b > c
Te bewijzen: ZA=2C en LB =2D.
Bewijs: Verleng zijde A2 (aan de kant van B). o Z/C
ZA= 2B (F-hoeken) B 7 !
2C = 2By (Z-hoeken)[ = “A=4€" 5 1/2
Verleng zijde BC (aan de kant van C). A 8
£B=£C (F-hoeken) B
LD = £C5 (Z-hoeken) = £B8=2D. A

Gegeven: Driehoek ABC.

Te bewijzen: LA+ £B+£C =180°.

Bewijs: Teken lijn A door C evenwijdig aan AB. (dan £¢;, = £C)
ZLA=2Cq (Z-hoeken)

ZB = £C3 (Z-hoeken) = LA+ LB+ £C, =180°.

LC1+ £LCp + £LC 3 =180° (gestrekte hoek)
Dus in driehoek ABC geldt: ZA+ £B+ £C =180°
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Gegeven: Driehoek ABC. (zie figuur 8.13)
Te bewijzen: LBy =ZA+ZC.

Bewijs:

£ B+ £B =180° (gestrekte hoek)

LA+ £C + £B1 =180° (hoekensom driehoek)} = LB+ LBy =LA LC+ LBy = LBy =LA+ LC.

In opgave 10a. 18b In opgave 8. o ¢

Gegeven: ruit ABCD met snijpunt S van de diagonalen. (zie de figuur hiernaast)

Te bewijzen: £51 =90°.

Bewijs: ABCD is een ruit = ABCD is een par(allellogra)m (zie opg. 10a) = BS = DS (zie opg. 8).

5505 LN
BS = DS (opgave 8) = AADS 2 AABS (2zZ).

AD = AB (ABCD is een ruit) 8
Dus 251 =254

£51+ £5 4 =180° (gestrekte hoek)} = £51+£5=180°= 25 = 980'

I~

Neem als tegenvoorbeeld vlieger ABCD hiernaast. o
Er geldt AC L BD, maar vierhoek ABCD is geen ruit.

A
Neem als tegenvoorbeeld parallellogram ABCD met £A = 60°. (zie hiernaast)

Uit de eigenschappen van een parallellogram volgt dan ZA =60° en ZB = 2D =120°.
De buitenhoek van 8 is dan 60° en 4A+43C+40 = 60°+6c3’°+120° = @ =80°.
Dus de buitenhoek van 8 is niet gelijk aan het derde deel van de niet-aanliggende binnenhoeken.

De stelling is niet omkeerbaar. Zie het tegenvoorbeeld hiernaast.

De stelling is omkeerbaar:
Als de diagonalen van een vierhoek elkaar middendoor delen,
dan is de vierhoek een parallellogram.

De stelling is omkeerbaar:
Als in AABC geldt Bc? = AB% + AC?, dan is de driehoek rechthoekig in A. / N\

De stelling is niet omkeerbaar. Zie het tegenvoorbeeld hiernaast.

B

I
4
D -
De cirkelbogen met middelpunten A en B hebben gelijke straal. p N
Dus AC =CB = BD = DA = r = vierhoek ACBD is een ruit,
AT 8B
cAN
r,

Dus €D en AB delen elkaar loodrecht (¢D L A8) middendoor.

De cirkelbogen met middelpunten A, S en T hebben gelijke straal.
Dus AS=AT =5U =TU = r = vierhoek ASUT is een ruit.
Dioagonaal AU deelt £A middendoor = AU is bissectrice (hoekdeellijn) van £ A.

A r
Gegeven: Vierhoek ACBD met AC = BC = BD = AD. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: €D is de middelloodlijn van AB.
Bewijs: Zij M het snijpunt van A8 en CD.
AC = BC = BD=AD = ACBD is een ruit en dus ook een parallellogram.
AM = BM (parallellogram)

Te bewijzen: AC is bissectrice van ZA.

Bewijs: AB=BC =CD=AD = ACBD is een ruit.

AC is een diagonaal van ruit ABCD.

Dus AC deelt ZA middendoor = AC is bissectrice van ZA.

/%\
o . A " &
Co a8 o }: €D is middelloodlijn van AB. W
¢
Gegeven: Vierhoek ABCD met AB = BC = CD = AD. (zie de figuur hiernaast)
E b E ;]c
p a'
¢

Gegeven: Lijnstuk AB en punt € met AC = BC. (zie de figuur hiernaast)

Te bewijzen: C ligt op de middelloodlijn van AB.

Bewijs: Zij M het midden van AB.

(als € = M dan zijn we klaar want de middelloodlijn van A8 gaat door het midden van AB)
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AM = BM
AC = BC (gegeven) } = AAMC <2 ABMC (ZZZ) = LAMC = ZBMC

M=cM LAMC + £BMC =180° (gestrekte hoek)

Dus € op de middelloodlijn van AB.
Gegeven: C ligt op de middelloodlijn van AB. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: AC = BC.

Bewijs: Zij S het snijpunt van A8 en de middenloodlijn van AB.
(als € = S dan zijn we klaar want S is het midden van A8)

} = LAMC = ZBMC =90°

AS =BS
c5=C5 = AASC L ABSC (ZHZ) = AC = BC.
LASC = £BSC =90°

Gegeven: Punt B met gelijke afstanden tot de benen van ZA. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: B ligt op de bissectrice van ZA.

Bewijs: Teken A8 en de loodlijnstukken BC en BD.

(de kortste afstand tot de overkant van een weg staat haaks op de trottoirband aan de overkant)
BC = BD (gegeven)

AB=AB

ZLACB = ZADB =90°

Gegeven: ZA en punt B op de bissectrice van ZA. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: B heeft gelijke afstanden tot de benen van ZA.

Bewijs: Teken de loodlijnstukken BC en BD.

ZLBAC = ZBAD (gegeven)

AB=AB

ZACB = 2LADB =90°

o
-3
A ¢

= AABC 2 AABD (ZZR) = LBAC = ZBAD = B ligt op de bissectrice van ZA.

O
B
0
A c

= AABC < AABD (ZHH) = BC = BD = B heeft gelijke afstanden tot de benen van ZA.

ZE | =Z£C, (Z-hoeken)

c
Gegeven: Driehoek ABC met bissectrice CD. (zie de figuur hiernaast) 1\
Te bewijzen: AD:BD=AC: BC.
Bewijs: Teken door A een hulplijn &k // BC. (k snijdt €D in ) 2
1!
— AEDA > ACDB (hh) = 40 = AE. A > 8
BD BC - AD _ AC s 2
- : 8D~ BC k
2E=26, h“"e")} . LE = £Cy = MEAC s gelijkbenig = AE = Ac| P

2Dy = D, (overstaande hoeken)

£ =C, (bissectrice)

g ) _1 _ 200 o_5 _ 5 _ 5 _ 5 2J3_1043 _=x1
Zleflguur‘8.19- ZBAS—EZA—3O en COS3O —EéAS—W—%ﬁ—%ﬁ'ﬁ—T—3§\/§.
1

In AASC: COSZSACZCOS3O°=%\/§ en %=337\/§ ¢%\/§:>4A56'¢90°.
Zie figuur 8.20: ilg/:_EZBZBDczgoo}:AFBEwADBC (h)=>DC=2-6:3=4. arge | ra-. | Fe-2| ae-3

- 25T _ _ _
AC? = AD? + DC? = AD? =52 —42 =9 = AD =9 = 3. 2z : s0gc | 08=..|pc=.. | Bc =6
BC? =DB? + DC? = DB? =6 - 4% =20 = DB =~/20 =2./5. |6:-42 o
AB=AD + DB =3+ 2/5. n

Teken de hoogtelijn CE. (zie de figuur hiernaast)
AEC: AE =1 AC =3 en CE:AE~J§=3J§}
ABEC: BE = CF =343

AABD: £BAD =180° — 45° — 90° = 45°,

= AB = AF + EB =3 +33.

MLTIT  =CI ENG

Dus LCAD = 60° — 45° = 15°,
AABD: sin15° = % = %D = D =6-sin15°~1,55.

ABDC: 2DCB =180°—45°-90° = 45° = Dus DB = DC = 6. (teken EF L AB)
ABDC is een vergroting van ABFE met factor 2 = BF = FE = % -6=3.

AADC: AD:Q—i:A/-‘:AB-/—‘B:AD+DB-FB=%+6-3=£+3.

60°

NER ﬁFE V3 V3
. _FE _ 3 _ ~ 2Ko
AAFE: tan LEAF = AF =53 = LEAF = LEAB = 25°. 345/{&%3’{%%6151
V3 tan-1CAns? A

24, 39689854
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EES
169
o 5 s 5 2 2 4.2 Ti1690
Gebruik figuur 8.23. AB- = AC® + BC® = AB° =5 +12° =169 = AB =13. s 13

ABAC is een vergroting van ABED met factor 2 (LBDE = £BCA én LB = LB = ABD > ABEC ww) = EB=1A4B=6

1
2 2°

AE =AB-EB=13-61=61 et 61

2 2 rogln fan it 12 gi+7
AD? = AC? + €D — AD? =52 + 62 — 61— AD = /61 y  7-E1B24%676 o 6 a 50013505
ZLBAD = ZBAC — ZDAC =~ 17° (zie de berekening hieronder). A 28 19442531

ABAC: tan £BAC = f—g = % = /BAC ~67° enin ADAC: tan ZDAC = % =6 /DAC ~50°.

=
17. 18378614

5

M [ V4 |

Vermoeden: De drie middelloodlijnen gaan door één punt.

iy

)

Vermoeden: De drie bissectrices gaan door één punt.

Vermoeden:

H

De drie zwaartelijhen gaan door één punt.

Vermoeden:

Vermoeden:
Vermoeden:

Vermoeden:
Vermoeden:

Vermoeden:
Vermoeden:

De drie hoogtelijnen gaan door één punt. A}/
7

De drie middelloodlijnen van een driehoek gaan door één punt.
De cirkel gaat ook door de andere hoekpunten van de driehoek.

De drie zwaartelijnen in een driehoek gaan door één punt.
De drie hoogtelijnen in een driehoek gaan door één punt.

De drie bissectrices in een driehoek gaan door één punt.

De cirkel raakt ook de andere zijden van de driehoek.
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Vermoeden: De bissectrice van £A en de beide buitenbissectrices van de hoeken 2 en € gaan door één punt.
Vermoeden: De cirkel raakt ook de lijnen A8 en AC.

Vermoeden: De raaklijn aan een cirkel en de straal haar het raakpunt staan loodrecht op elkaar.
De cirkel door £, F en & gaat ook door H.

Vermoeden: De lijnen CF en DE lopen evenwijdig.

Vermoeden: ZACB =90°.

Vermoeden: LA+ £C =180° en LB+ 2D =180°.

Vermoeden: Het punt C ligt op de cirkel als ZA+ £C =180°.

Vermoeden: De drie cirkels gaan door één punt.

Vermoeden: Vierhoek PQRS is een parallellogram.

Vermoeden: De punten A, B en C liggen op één lijn.

A=8

B:c}:"’:c A=D. LA+ 2D =180°

47b LA+ 2B+ £C =180°
c=1>}D

}:AA+AB+AC=AA+AD:AB+AC=AD.

c

AD en BE snijden elkaar in T.

AC . ECc=2:1

BC:DC =2:1, = AABC > AEDC (zhz) = AB: ED=2:1.

LC=4C

Uit de gelijkvormigheid volgt ook £Ajp = ZE1 = AB // ED (F-hoeken).

£B1 = ZLE > (Z-hoeken) "

ZATB = Z/DTE (overstaande hoeken) = AABT > ADET (hh).

Ook geldt er AB:DE =2:1dus BT :ET =2:1en AT:DT =2:1. A 8

In de eerste figuur (voorbeeld blz. 137) is AACS <> ADFS en AC :DF =2:1= AS5:D5=2:1enCS: FS=2:1.

In de tweede figuur is AABT <> ADET en AB:DE =2:1= AT :DT =2:1en BT : ET =2:1 (zie 48b).

De punten S en T vallen samen = de drie zwaartelijnen verdelen elkaar in stukken die zich verhouden als 2:1.
¢

Gegeven: AABC en de middelloodlijnen myg, my, en mg,. (zie figuur 8.30)
Te bewijzen: myp, myc- en mg, gaan door één punt.

Bewijs: Zij M het snijpunt van myp en my. (zie de figuur hiernaast)

M op myg = AM = BM B
M op Mmae = AM = M = BM=CM= M op mpc.

Hiermee is bewezen dat de drie middelloodlijnen door één punt gaan.

A = L4 | L4 = 2
Gegeven: AABC en het snijpunt M de middelloodlijnen van de zijden. (zie de figuur hierboven)
Te bewijzen: M is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van AABC, ofwel MA=MB =MC.
Bewijs: M op myp = AM = BM o
M op myc :AM:CM}DAM_BM_CM'
Dus M is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van AABC.

Gegeven: AABC met de bissectrices k&, / en m. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: De bissectrices k&, / en m gaan door één punt.

Bewijs: Zij N het snijpunt van & en /. (zie de tweede figuur hiernaast)
N op k= d(N, AB)=d(N, AC)
Nop/=dN, AB)=d(N, BC)
Dus N ligt op de bissectrice m van AABC = de drie bissectrices gaan door één punt.

}2 d(N, AC)=d(N, BC).
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Gegeven: AABC met het snijpunt M van de drie bissectrices. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: M is het middelpunt van de ingeschreven cirkel van AABC,
ofwel d(M, AB)=d(M, AC)=d(M, BC).
Bewijs: M op de bissectrice van £A = d(M, AB) =d(M, AC) B B
M op de bissectrice van ZB = d(M, AB) =d(M, BC) = d(M, AB)=d(M, AC)=d(M, BC).
Dus M is het middelpunt van de ingeschreven cirkel van AABC. ¢

Gegeven: AABC met de bissectrices k van ZA, en de buitenbissectrices /
en m van de hoeken B en C. (zie de figuur hiernaast)

Te bewijzen: De lijnen k&, / en m gaan door één punt. A

Bewijs: Zij N het snijpunt van / en m. (zie de figuur hiernaast)

N op/=dN, AB)=d(N, BC) _

N op m= d(N, BC)=d(N, AC‘)} = dN. AB) = d(N. AC).

Dus N ligt ook op de bissectrice van £A4 = de drie lijnen door één punt.

Zie de figuur hiernaast. Q s ¢ ; P
>
ggf/ﬁ}iarma e
= CF is middelloodlijn van PQ.
CQ=AB| _ ro-cp
CP=AB |7 %7 D N f

Analoog toon je aan dat BE middelloodlijn is van PR en dat AD middelloodlijn is van QR.
De hoogtelijnen van AABC zijn dus de middelloodlijnen van APQR.

De middelloodlijnen van een driehoek gaan door één punt (bewezen in 49b).
Dus de hoogtelijnen van AABC gaan door één punt.

Gegeven: AABC met £C =90° en M het midden van AB. (zie de figuur 8.32)

Te bewijzen: AM =BM =M.

Bewijs: Teken eerst rechthoek ADBC en de diagonalen AB en CD. (zie hiernaast)
Het snijpunt van de diagonalen is M, want AM = BM. (ADBC is ook een parallellogram)
AB = CD (ADBC is een rechthoek)

M =MD = %C'D (ADBC is een pardllellogram) » = AM = BM = CM (= DM).

AM=BM = %AB (gegeven)

Gegeven: AABC, zijde AB is middellijn van de cirkel met middelpunt M en C ligt op de cirkel. (zie de figuur hieronder)
Te bewijzen: ZC1p =90°.
Bewijs: £A4+ 2B+ £C 15 =180° (hoekensom driehoek) ¢

AM =M = LA = L1 (gelijkbenige driehoek) f = L1+ LCp + L1 =180°

BM =CM = LB = 2C, (gelijkbenige driechoek) 2-£C1p =180°= £C1p =90°.

¢

Gegeven: Vierhoek ABCD. (zie figuur 8.34)

Te bewijzen: LA+ £B+£C +£D =360°.

Bewijs: Teken diagonaal BD. (zie de figuur hiernaast)
LA+ £B1 + £Dq =180° (hoekensom driehoek)

ZBy +2C + 2Dy =180° (hoekensom driehoek)}

LA+ LB1+LD1+ LBy + LC + LDy =360°.

Dus LA+ LB+ £C + £D =360°. A

Gegeven: Vierhoek ABCD met de vier hoekpunten op één cirkel waarvan
het middelpunt M binnen de vierhoek ligt. (zie figuur 8.35)
Te bewijzen: LA+ £C =180° en £LB + 2D =180°.
Bewijs: Teken hiervoor de lijnstukken MA, MB, MC en MD. (zie de figuur hiernaast)

In AABM: LAy = ZB1 (gelijkbenige driehoek)
In ABCM: £C1 = £B (gelijkbenige driehoek)
In ACOM: £C ) = £D (gelijkbenige driehoek)
In ADAM: LAy = £D; (gelijkbenige driehoek)
LA+ LA+ LC1+LCp = LB+ £LBy + LD+ LD
ofwel LZA+£C =28+ 24D

LA+ LB+ ZLC + £D =360° (hoekensom vierhoek)

}3 LA+ 2£C =180°en £B + £D =180°.
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Gegeven: Vierhoek ABCD met de vier hoekpunten op één cirkel waarvan
het middelpunt M buiten de vierhoek ligt. (zie figuur 8.36)

Te bewijzen: LA+ £C =180° en LB+ 2D =180°.

Bewijs: Teken de lijnstukken MA, MB, MC en MD. (zie de figuur hiernaast)

In AABM. ZA, = ZBq (gelijkbenige driehoek) A

In ABCM: £C1 = £B1) (gelijkbenige driehoek)

In ACOM: £C ) = £ D (gelijkbenige driehoek)

In ADAM: £LA1p = £D> (gelijkbenige driehoek)

LA — LAy + LC1+ LC 2 =LB1p+ LD+ LDy — £By

ofwel LAy + £C1p =4£B> + £LD12

LA+ 4By + £LC1p + £LD1p = 360° (hoekensom vier‘hoek)}

= LA+ £C12 =180° en LB, + £Dqp =180°
Dus LA+ 2£C =180° en LB+ 2D =180°.
Gegeven: Vierhoek ABCD met de vier hoekpunten op één cirkel waarvan
het middelpunt M op AB ligt. (zie figuur 8.37)
Te bewijzen: ZA+£C =180° en £LB + £D =180°.
Bewijs: Teken de lijnstukken MC en MD. (zie de figuur hiernaast)
In AADM: LA = £D; (gelijkbenige driehoek)
In ABCM: £C1 = ZB (gelijkbenige driehoek) = LA+ LC1+ LCp =2LDp + LB+ £LDq
In ACOM: £C» = £Dq (gelijkbenige driehoek)
ofwel ZA+£C =28+ 2D
LA+ LB+ £C + £D =360° (hoekensom vierhoek)

}:AA+AC:180° en £ZB+ 2D =180°.

Gegeven: De cirkel door A, B en D en een punt € buiten de cirkel. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: LA+ £C <180°.

Bewijs: Kies een punt £ op de cirkel binnen vierhoek ABCD en teken BE en DE.

£ B+ £D1 =180° (ABED is een koordenvierhoek)
Dus ZBqp + £Dqp >180°

LA+ £LB1p + £C + £D12 =360° (hoekensom vier‘hoek)} = LA+ L0 <180°

Gegeven: Twee cirkels die elkaar snijden in A en B.

De lijn k door A snijdt de cirkels ook nog in C en D.

De lijn / door B snijdt de cirkels ook nog in £ en F. (zie hiernaast)
Te bewijzen: CF // DE.
Bewijs: Trek ¢F, AB en DE. (zie de figuur hiernaast)
£LC1+ £By =180° (CABF is een koordenvierhoek)
£ B+ £Bp =180° (gestrekte hoek)
£ B+ 2Dy =180° (ADEB is een koordenvierhoek)
£D1 + £Dp =180° (gestrekte hoek)
Dus CF // DE . (F-hoeken)

}246’1=431
= ZLC1=4Dy.
}2431=401

Vermoeden: Ook in deze situatie is CF // DE.
Gegeven: Twee cirkels die elkaar snijden in A en B.
De lijn k& door A snijdt de cirkels ook nog in C en D.
De lijn / door B snijdt de cirkels ook nog in £ en F,
waarbij £ tussen A en D ligt. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: ¢F // DE.
Bewijs: Teken & op de kleinste boog AE. Teken CF, AB, DE, AG en EG.

£C1+ £By =180° (CABF is een koordenvierhoek

4311 + 4322 =180° ((ges‘rr'ekfe hoek) )} =£61=45

£ B1+ £6 =180° (AGEB is een koordenvierhoek) = £61=40y.

£D1+ £6 =180° (AGED is een koor‘denvier‘hoek)} = £By=4Dy

Dus CF // DE . (Z-hoeken) ¢

Gegeven: Driehoek ABC met DE antiparallel met zijde AB. (zie hiernaast)
Te bewijzen: ABED is een koordenvierhoek. e
Bewijs:

LCED + £ BED =180° (gestrekte hoek)
ZCED = Z A (gegeven)

Dus ABED is een koordenvierhoek (omgekeerde koordenvierhoekstelling).

= ZLBED + LA =180°.
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Gegeven: Driehoek PQR met de hoogtelijnen PS5 en QT.

Te bewijzen: ST is antiparallel met PQ, ofwel ZTPQ =ZRST.
Bewijs: Teken ST.

251 =90°= 5 op cirkel met middellijn PQ (Thales)
£T1=90°=T op cirkel met middellijn PQ (Thales)
ZPip + £512 =180° (PQST is koordenvierhoek)
£ 5123 =180° (gestrekte hoek)

Dus ST is antiparallel met APQ.

} = PQST is koordenvierhoek.

} = LP1p =453 (LTPQ = ZLRST).

Gegeven: Driehoek ABC met P op AB, Q op BC en R op AC,
cirkel ¢{ door A, P en R, cirkel ¢, door B, P en Q, cirkel c3 door €, @ en R. (zie de figuur hieronder)
Te bewijzen: ¢, ¢ en c3 gaan door één punt. ¢

Bewijs: S is het snijpunt van ¢ en ¢,. Teken PS, QS en RS.

LA+ £53 =180° (APSR is koordenvierhoek) B R Q
ZB+ 25, =180° (BQQS is koordenvierhoek) = LA+ L53+ LB+ 255 =360".
ZA+ZB+4523:3600 _
25153 =360° (volle hoek)}24A+43_451' R s
ZA + ZB = 451 _ o
LA+ £B+ £C =180° (hoekensom driehoek) = 45+ £C =180
Dus vierhoek CQSR is een koordenvierhoek (omgekeerde koordenvierhoekstelling). g
Dus S ligt op de cirkel door €, Q en R = ¢{, ¢, en c3 gaan door één punt. Py i
2

Gegeven: Vierhoek ABCD met de bissectrices die vierhoek £FGH insluiten. (zie de figuur hieronder)
Te bewijzen: EFGH is een koordenvierhoek.

Bewijs:

LAy + LBy + £61 =180° (hoekensom driehoek) £61=180°- LAy - £Bq

2Dy + £C5 + £E1 =180° (hoekensom dr‘iehoek)} = LE1=180°- 2D - 46’2} =
L61+£LE1=180°— LA — £LB1+180°— LDy - £LCp =360°— LAy — LBy — LDy - £LC
LA + LBy + £LC 1 + £LD1p = 360° (hoekensom vierhoek)
LA1=LAp, LB1=4By, LC1=24Cp, LD1=24D)
£61+ £LE1=360°-180°=180°.

Dus £FGH is een koordenvierhoek (omgekeerde koordenvierhoekstelling).

}24A2+431+401+4€2 =180°
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Diagnostische toets

D1 j;to_c;’AACB = 90°} — AADC > AACB (hh) AADC || AD=.. | AC=5 | DC =..
ABC_A_ABDC_%Q = AADC > ACDB. ACB || Ac=5|4B=13 | cB=12
L B- /B }3MCBU°ACDB (hh) N ACDB || cD=.. | cB=12 | DB=..
169 SeklZ2A1E
AB? = BC? + AC? = AB% =122 + 52 =169 = AB =13. [Tl 615384615
13 Arz—4*Frac
cD=512:13=4% n 813
13 N
D2a  ZLA=ZA ; smep |4e=13| ap-1| ep-..
1 A > AABC .
A€ 4D yant L —% = AAED > AABC (zh2) snsc |AB=4%| ac-3 | ac-..
D2b AAED «» AABC (zie D2a) = ZAED = ZABC = DE // BC (F-hoeken). ADEF || DF = ... | DF = ... | EF = ...
jgg//:: ) jffﬁg ((ZZ::::::))} = ADEF <> ABCF (hh). sBcF | Be=. | BF=.. | oF-..

D2c Uit ADEF <> ABCF (zie b2b) volgt 95 (=4 zie D2a) =02 = €2 = BF : DF =3:1.

sage | ag-7|ac=x+2}|ac-..

D3a LC=4C
ACDE:ACAB:90°}2AABC ADEC (k) sofc |06 =3| oc=x |ECc-..
1
D3b % X+2; =>7x=3-(x+25 ):>7X=3X+7%24X=7%:>X—772 15 17

D4 LA=ZLA
AD _ AF _ 1} = AADF «» AABC (zhz) = LAFD = £C (***) en DF // BC (F-hoeken).
AB T AC T2
ZB=2/B
8D _ BE _ }2 ABDE <> ABAC (zhz) = LBED = £C en DE // AC (F-hoeken).
BA~ BC 2
LAFD = £C (zie ***)
ZLAFD = 2D (Z-hoeken)

o]
}2402=£C.

D5 LC1p=4LCp3=90°+24C)
AC = DC (EACD is een vierkant) = AACG <> ADCB (ZHZ) = AG = BD
CG = CB (CBF6 is een vierkant)

D6 Gegeven: De vierhoeken ABCD en EFGH. (zie de figuur hiernaast) ¢
(AE = EB, BF = FC, C6 = 6D en DH = HA)
Te bewijzen: EFGH is een parallellogram.
Bewijs: Teken BD.
LA=LA
AE =3 AB | = AAEH > AABD (zhz) = HE =1 8D
AH = 1 Lap p
£C = 46’
CF =5 CB| = ACF6 > ACBD (zh2) = F6 =1 8D
6 = i Lep
Teken daarna AC en bewijs op dezelfde manier dat H& = EF.
Van vierhoek EFGH zijn twee paar overstaande zijden even lang, dus £FGH is een parallellogram.

A £ B

D7a Gegeven: Ruit ABCD met snijpunt S van de diagonalen. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: S ligt even ver af van de vier zijden van ruit ABCD.
Bewijs: Teken de loodlijnen uit S op de zijden.
58 =58B
L SBE = £SBF (diagonalen ruit) = ASBE 2 ASBF (ZHH) = SE = SF.
LSEB = £ 5FB =90°
Geheel analoog bewijs je dat SF =56 en S6 = SH.
Uit SE = 5F, SF = 56 en 56 = SH volgt nu SE = SF = 56 = SH.
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D10
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C. vou Schwantzenbeng 17/1%

Als van een vierhoek het snijpunt van de diagonalen even ver
van de vier zijden ligt, dan is die vierhoek een ruit.

Gegeven: Vierhoek ABCD met SE = SF = 56 = SH. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: Vierhoek ABCD is een ruit.

Bewijs:

SE = 5F (gegeven)

B5 =85 }:ABES‘L)ABFS (ZZR)=> £LB1=4By en L51=45>.

ZBES = £BF5 =90°
Analoog bewijs je dat £L53 =254, £L55=25¢ en £L57 = £L5g.
LS51+ 2450 +...+£5g =360°

L51=455,/53=454 L55=L5¢enLS57=L5g

A
}34523"'4567 =180° }

— - o
2553 = £547 (overstaande hoeken) = £593=24567 = 90°.

Dus ook £51g = 90°.
B5=85

£523=2518=90° = AABS 2 ACBS (HZH) = AB = BC.

£LB1=4B;)

Analoog bewijs je dat BC =CD en CO=DA= AB=BC =CD=DA= ABCD is een ruit.

Gegeven: Driehoek ABC met £C =90° en hoogtelijn CD. (zie figuur 8.48)
Te bewijzen: AC% = AD-AB en BC? = BD - AB.

LADC = LACB = 900} = AADC <> AACB (hh) = AC? = AD - AB (zie de tabel). AACB B

LA=LA

ZBCA= £BDC =90° aace | ac
L B= /B } = AACB «> ACDB (hh) = BC2=8D-AB (zie de tabel). ACDB " o

Gegeven: Driehoek ABC met £C =90° en hoogtelijn CD. (zie figuur 8.48)

Te bewijzen: AC? + BC? = AB2.

Bewijs: AC? = AD - AB (stelling van Euclides) en BC? = BD - AB (stelling van Euclides).
Dus AC2 +BC2 =AD-AB+BD-AB=(AD+DB)-AB=AB-AB = AB?.

o £ 4D = €D -5 _5 J3_5M3_42 - 12
AADC (e figuur 849): AD=<2 = AD =2 =% 2= 12/3. Dus AB=AD+DB =153 +5.

Teken EF L AB. (zie de figuur hiernaast)
ABDC is een vergroting van ABFE met factor 2.

Dus BF =1 80=15=21 eneF=1.0c=1.5-21 8 n
AF = AD +DF =153 +(5-2%) =153 +21.

MLTIT  =CI ENG
@R niz:4EEFED

H L4ed41816151 5
09 an-1(Ans )
24, 89689854

. _FE _ 2; _ ~ oo [N 60°
AAFE: tan LFAE = AF " 1232k = LFAE = LBAE =25°. - ‘_|
A ) F 8
Vermoeden: ZCPQ + LCQP = LA. D11 Vermoeden: CE = DF. A

Gegeven: Driehoek ABC, waarbij zwaartelijn €D de helft is van AB. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: LACB =90°.
Bewijs: D is het midden van AB

=148 p H— H 2
AB is middellijn van de cirkel die door € gaat = £ACB = 90° (omgekeerde stelling van Thales).

= AD=8D =CD.

Gegeven: Driehoek ABC met de zwaartelijnen AD en BE zo, dat AD = BE. (zie de figuur hiernaast)
Te bewijzen: Driehoek ABC is gelijkbenig.
Bewijs:

AZ = %AD (zwaartelijnstelling)

BZ = %BE (zwaartelijnstelling)
DZ = %AD (zwaartelijnstelling) { = AZ =BZ en EZ =DZ

AAZE < ABZD (zHZ).
LZp = LZ 4 (overstaande hoeken)} = (ehz)

AE = BD 4 5

AE:%AC = AC = BC = AABC is gelijkbenig.
8b=%8¢c

EZ =%BE (zwaartelijnstelling)
AD = BD (gegeven)
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D14 Gegeven: Koordenvierhoek ABCD met de lijnen AB en €D die elkaar snijden in P en
de lijnen AD en BC die elkaar snijden in Q. (gebruik figuur 8.50)
Te bewijzen: LZCPQ + LCQP = LA.
Bewijs:
LA+ £BCD =180° (koordenvierhoeksTeIIing)}

£/ BCD = ZPCQ (overstaande hoeken) = LA+ 2PCQ =180

LCPR+LCEQP + LPCQ = 1800}3 LEPRQ+ LEQP = LA.

D15 Gegeven: Vierkant ABCD met £ op BC en F op €D zo, dat CE = DF. b

Het snijpunt van AF en DE is 6. (zie de figuur hiernaast) !
Te bewijzen: ABEG is een koordenvierhoek.
Bewijs: !
£LC =2Dyp =90°
CE = DF (gegeven) ; = ACED 2 ADFA (ZHZ) = £ Dy = L A4.
DC =AD (vier‘kan‘r)}

LD+ £Dp =90° _ ano _ ono . . . A
2Dy = LAy = £D1+ LA =90° = £&1 = 90° (de hoeken in AAGD zijn samen 180°).

A
£61=90°= L6 =180° — L& (gestrekte hoek) = 90°.
Dus ZB + £6, =90° + 90° =180° = ABEG is een koordenvierhoek (omgekeerde koordenvierhoekstelling).
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C. vou Schwantzenbeng 13/1%
Gemengde opgaven 8. Vermoedens en bewijzen AACD AD = ..
ji b ff L BEC - 900} = AACD <> ABCE (hh) = AC - CE = BC - CD. ABCE P

LAFE = ZBFD (over‘i‘raande hoeken) . AEF < ABDF (hh) = AF - DF = BF - EF. AAEF " AE = ...
ZAEF = ZBDF =90 8BDF | 8D=..

*

Stel LE = a. (zie de figuur hiernaast)
ZE = 2A (EF=AF)}:> LAl -a

ZE=a

LAy =LAy (overstaande hoeken)
ZLE + ZA1 + £F5 =180° (hoekensom driehoek)
£ F12 =180° (gestrekte hoek) }

}3£A4=0{.

=>LF=ZLE+ZA1 =2 —~/C=2a.
LFy = ZC (AF = AC)

£LC + LA + ZF1 =180° (hoekensom driehoek)

ZA34 =180° (gestrekte hoek) } = LCAG = LA = £C+ Ly = ha

ZA34 = 4 (zie G41b) én LA4 = a (zie 641b) = L A3 = 3. Dus £E =1 /BAC.

Vermoeden: De baan van N is een cirkel met middellijn AM.

Gegeven: Cirkel met middelpunt M en een punt A binnen de cirkel.
De lijn / door A snijdt de cirkel in € en D. Het midden van €D is N.
Te bewijzen: N ligt op de cirkel met middellijn AM.

Bewijs:

NC = ND

MN = MN = AMCEN <2 AMDN (2Z2zZ) = LMNC = ZMND 5
ME =MD LMNC + ZMND =180° (gestrekte hoek)} = LMNC = LMND =30°.

LMNA = LZMNC =90° (M en A liggen vast) = N op de cirkel met middellijn AM (Thales).

Vermoeden: PQRS is een paralllellogram.

Gegeven: Vierhoek ABCD met de diagonalen AC en BD.
P is het midden van A8, @ het midden van AC, R het midden van €D en S het midden van BD.
P, Q, R en S liggen niet op één lijn. (zie de figuur hiernaast) o
Te bewijzen: PQRS is een parallellogram.
Bewijs:
ZQCR =LACD <

QQ R 1 }2 ACRQ > ACAD (zhz) = LCRQ = LCAD = QR // AD (F-hoeken).
€A~ D2
Analoog bewijs je dat PS // AD, RS // BC en QP // BC.

R /A
35///11[))}3QR//P5
= PQRS is een parallellogram. ' HH HH
RS // BC RS I/ QP A 14 8
QPuBC(™
LDEC = £ BEF (over‘fTaande hoeken) — AEDC > AEBF (hh). AEDC || ED=..| ECc=.. | DC =4
ZLEDC = LEBF =90
) ) ) ) ) ) 15e+02 - AEBF EB=...| EF=..| BF=..
BCS=AB" +AC® = BC =15 +8° =289 = BC =17. |} 200y . ,
AABC is een vergroting van ADEC met factor 2. N 17 AEDC | ED=T;|EC=8;) DC=4
_1 _71 — _1 _ql =81 = =
Dus DE =5-15=75 en CE = EB=7-17 =83, R T AEBF || EB=85| EF=.. | BF =..
B/—‘:Bl.4:7l:4§ Arn=—d ¥ Frac 815
2 2 15° L]

Gegeven: Gegeven de cirkels ¢ en ¢, met middelpunten Mq en M, die elkaar raken in S.

/ raakt cq1 in P en ¢, en Q. De gemeenschappelijke raaklijn in S snijdt PQ in T.
Te bewijzen: P,Q en S liggen op één cirkel met middelpunt 7. G
Bewijs: Teken eerst PS5, M1P en M»5. (zie de figuur hiernaast)
£Pyp = £512 =90° (raaklijn)

2Py = 251 (gelijkbenige driehoek)} = £Pp = £S5y = TP =TS (gelijkbenige driehoek).
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Op soortgelijke manier als je bewijst dat 7P =T5 bewijs je ook dat 75 =7Q.
Dus TP=T5 =TQ = P,Q en S liggen op de cirkel met middelpunt T.
G45b = Gegeven: Zie G45a. (gebruik de figuur van 645a)
Te bewijzen: STPMq is een koordenvierhoek.
Bewijs: £P1p = £512 = 90° (raaklijn) = £P1p + £51, =180°.
Dus STPM; is een koordenvierhoek (omgekeerde koordenvierhoekstelling).
G45c 2 Gegeven: Zie 645a en verder is QR een middellijn van c. (gebruik de figuur hiernaast)
Te bewijzen: P, S en R liggen op één lijn.
Bewijs: Uit G45a volgt dat S op de cirkel met middellijn PQ.
Dus £P5Q = 90° (omgekeerde stelling van Thales)
QR is middellijn = ZRS5Q = 90° (omgekeerde stelling van Thales)

G646 Gegeven: /1 // /3, LAy = LA3 en LBy = ZB3. (zie de figuur hiernaast) //3 /1
Te bewijzen: £51 =90° / /
Bewijs: Teken €D // AB = ABCD is een parallellogram. ¢ > o
. 3 A
AW

ZAp + £B) =180° (zonder bewijs te gebruiken) } s LAY+ LA+ 2By + /B3 =180°

}:> ZPSR =180°. Dus P, S en R liggen op één lijn.

ZA123 + £B123 = 360° (twee gestrekte hoeken)
LA+ LA3+ LB+ £B3 =180° oo
LAy =LAz en LBy =4LB3 = LAy + LBy =90
£51=180°- LAy — £B1 =180°-90° = 90° (hoekensom driehoek).

»
/5 2

-

- 1

5
G470 E De middelpunten liggen op lijn AB, want de cirkels raken ¢ in A.
De middelpunten liggen ook op de bissectrices van & en / = construeer de bissectrices van & en /.
(de cirkels raken k& en / = de middelpunten van de cirkels hebben gelijke afstanden tot 4 en /)
De middelpunten zijn de snijpunten van deze bissectrices met de lijn door A en B.

G47b E Gebruik figuur 6.31: ZBDA = 90° (omgekeerde stelling van Thales) = £ZPDA = 90° (gestrekte hoek).
Z A2 =90° (raaklijn).
L M5 =180° — LM =180° — x (gestrekte hoek).
ZLAp =180° - LPDA - LAPD =180° — 90° — x = 90° — x (hoekensom driehoek).
ZLA1=90°- LA =90° - (90° — x) = x (rechte hoek).
£51=180°-ZLA; - ZM1 =180° — x — x =180° — 2.x (hoekensom drichoek).
£57 =180°- 251 =180° - (180° — 2x) = 2x (gestrekte hoek).
ZP =180° - LA1p — LM =180°-90° — x = 90° — x (hoekensom drichoek).
£ZB=180°- LAy — £BPA=180°-90° — x = 90° — x (hoekensom drichoek).
G47c B Gegeven: Zie figuur G.31.
Te bewijzen: AS =P5=MS5.
Bewijs:
LAy = LM (zie 647b) = AAMS is gelijkbenig = AS = MS

ZP1 =90° — LM (zie GA7b) ) , . ~
LAy =90° — LMy (zie G47b)} = AAPS is gelijkbenig= AS = PS

=> A5 =P5=MS5.

648 PCQRS is een koordenvierhoek = £PSQ + LPCQ =180° = LPSQ =180° - LPCQ =180° - 90° = 90°,
PSAB is een koordenvierhoek = ZPSA+ LABP =180° = £LPSA=180°- LABP =180°-90° = 90°.
LASQ = LP5Q + £P5A=90°+90°=180°= S ligt op AQ.

649a 2 Vermoeden: De omgeschreven cirkel van AABD gaat door de raakpunten van ¢1 en ¢3 en ¢; en c3.
649b 2 Gegeven: Zie figuur 6.34.
Te bewijzen: ABDE is een koordenvierhoek.
Bewijs: Teken de lijnstukken AE en BD.
M1A = MiE = AMIAE is gelijkbenig = ZMAE = ZMEA=5(180° - 2 My)
=
M1B = M1D = (straal c1)+d = AM1BD is gelijkbenig = ZM1BD = ZMDB = %(180" —ZMyq)
IMAE = ZM1EA = ZM1BD = ZM1D8B.
IMEA+ ZAED =180° = ZM1BD + LAED =180° = ABDE is een koordenvierhoek.
G49c 2 ABDE is een koordenvierhoek (bewezen in 649b) = £ op de cirkel door A, B en D.
ABCD is een koordenvierhoek (bewijs zoals bij 649b) = C op de cirkel door A4, B en D.
Dus A, B, C, D en £ liggen op één cirkel (de omgeschreven cirkel van A48D).



